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6zetge

Bu makalede kesirli Fourier dbniigiimii genlikleri kul-
lamlarak karmagik sinyallerin evrelerinin bulunmasi iizerinde
durulmugtur. Bu aym zamanda optik eksende enine boyuna
rastgele iki yerde yapilan genlik dlglimlerinden evre bil-
gisinin bulunmasina karsilik geimektedir. [teratif algoritmann
yakinsakhgi, giriiltd ve Glglim hatalarinin etkisi ve bunlann
déniigtimin kesir degerine olan baghhifn incelenmigtir. Genel
olarak, kesir degerinin iinitere yakin oldugu durumlarda, sifira
yakin oldugu durumlara gére daha iyi sonuglar elde edilmigtir.
Buna gore, en iyi sonuglan elde etmek igin, iki 6lgiim dizlemi
arasindaki kesir degeri Ginitere olabildigince yakin segilmelidir.

Abstract

The problem of recovering a complex signal from the magni-
tudes of two of its fractional Fourier transforms is addressed.
This corresponds to phase retrieval from the transverse inten-
sity profiles of an optical field at two arbitrary locations along
the optical axis. The convergence of the iterative algorithm, the
effects of noise or measurement errors, and their dependence
on the fractional transform order are investigated. 1t is observed
that in general, better results are obtained when the fractional
transform order is close to unity and poorer results are obtained
when the order is close to zero. It follows that to the extent
that conditions allow, the fractional order between the two mea-
surement planes should be chesen as close to unity or other odd
integer) as possible for best results.

1. Girig

Kesirli Fourier doniigiimiiniin etki alam zaman ve frekans
bolgelerinin  genellenmesiyle ifade edilebilin  Diger bir
degisle, kendisi zaman bdlgesinde, Fourier doniigiimii frekans
bolgesinde bulunan forksiyonun kesirli Fourier donigiimii ke-
sir degerine karsilik gelen kesirli Fourier bélgesinde bulunmak-
tadir 1, 2, 3, 4, 5, 6]. Gerchberg-Saxton (GS) algoritmas) kul-
lamlarak evrenin bulunmas: daha dnce birgok makaleye konu
olmustur [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 22].
GS algoritmasinda Kesirli Fourier doniigiimii genliklerinin kul-
lanilmasi da giincel bir aragtirma konusudur. Tomografi tizerine
yogunlagan birka¢ makalede sinyalin tiim kesir degerleri igin
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kesirli Fourier déniisliminiin genlik bilgisi kullanilarak evre bu-
lunmaya gahisilmgtir {23, 24]. Birbirine ¢ok yakin ama farkh
degerlere sahip iki kesirdeki genlik bilgisinin kullamldigs ve it-
eratif olmayan bir algoritma ile evrenin bulunduu baz1 bagarih
caligmalar da yakin tarihte giindeme gelmistir [25, 26, 20].
Fresnel déniisiimi genliklerinden evrenin bulunmaya galigildigt
iteratif algoritmalar, kesirli Fourier doniiglimiiniin kullaruldigi
algoritmalara benzerlik gostermektedir ve ¢ikan sonuglar da
benzerdir [21, 27]. Kesirli Fourier déniigiimiiniin initerlikten
saptifl durumlann incelendigi makalelerde, bu durum icin
genelde daha iyi sonuglar veren Yang-Gu algoritmas: 6n plana
gikariimigur [28, 29, 30, 31]. Bu makalede genel olarak
iki farkl kesir deger igin genlik bilgisi kullarularak evrenin
clde edilmesi problemi incelenmigtir, iki genlik bilgisinden
bagka herhangi bir ek bilgi veya varsaymm kullanitmamigtir.
GS algoritmas: en yalin haliyle kullamlmistir ve bu sayede
sonuglarin sadece kesirler arasindaki farka gore degigmesi
ve bu degisim incelenirken baska etkilerle kargilagilmamast
amaglanmistir. Ayrica, sonuglann 8lgiim hatalarina gore nasi!
degisebilecegine iliskin inceleme de yapilmistir. Cikan sonuglar
uyannca, genel olarak su sSylenebilir: Eger genlik bilgisi bi-
linen kesir deperleri arasindaki fark 1’e yakm ise, ki tam 1
oldugunda Fourier déntstimii 62 konusudur, hem algoritrnamin
yakinsakh@ agisindan, hem de elde edilen hata oram agisindan
evre daha iyi saptanabilmektedir.

2. Ornekler

Bu makalede kullamlan GS algoritmas: §dyle Ozetlenebilir:
Kolaylik saglamas1 agisindan genlik bilgisine 0 ve g kesir-
lerinde sahip oldufumuzu varsayahm. Ilk olarak genlik bil-
gisini bildigimiz zaman bélgesindeki fonksiyona sabit bir evre
degeri eklenir ve a kesrinde kesirli Fourier doniigiimii alimr. Bu
ddniigiimin evre bilgisi korunur, genlik yerine dogru olan gen-
lik konularak ters kesirli Fourier doniiglimit alinir. Daha sonra
elde edilen fonksiyonun yine genlik bilgisi, dogru olam ile
degistirilic ve evre korunarak, tekrar kesirli Fourier donlistéma
alinir.  Bu geligime iteratif bir sekilde, algoritma sonuca
ulagincaya kadar devam edilir. Burada belirtmemiz gereken, al-
goritraanin sonuca sabit bir deger kadar yaklasabilmesidir. Bu-
lunan sonugtaki sabit terim, belirli bir yontem ile elenmigtir.



Order [iX] 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
10 fterations 03209 0.2509  0.1778 01327 0017 00681  0.0864 00395 0.0447  0.0001
100iteratons  0.1893  0.0825  0.0470 00250 00199  0.0088  0.0004 00013 00003 0.000
Tablo 1: ilk 6roek icin nihai hata tablosu.
Order 0.1 032 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
SNR= 1 75920 16488 15392 1.3719 14465 12967 13014 10782 1.2836 13038
SNR= 10 10300 11169 08108 05813 07190 0.7487 04576 05578 04804  0.418]
SNR= 100 04315 03019 02982 02863 02041 02480 ©0.2297 01387 0.J150  0.1520
SNR= 1000 02822 (.1574 00983 00715 00804 00547 00846 00585 00514  0.1095
SNR= 10000 02653 0.1118 00783 00333 00352 00207 00174 00228 00255 00173
Tablo 2: iik 6rnek igin ghiriltii varliginda nibai hata tablosu.

Omek olarak kullandigimiz ilk sinyalin grafigi 1. sekilde
gdriilebilir.  Sonug¢ olarak gdsterilen grafikte ise ardigik
iki iterasyon sonrasinda elde edilen evre degerlerinin farka
gosterilmisti.  Bu grafikten goriilebilecegi iizere, genlik bil-
gisi bilinen kesitler arasmdaki fark diisiik oldugu zaman, algo-
ritmamn hiz: diigmektedir. Diger bir ifadeyle, birbirine yakin
genlik profili bilgisi, algoritmanin yavaglamasina neden olmak-
tadir. 100. iterasyon degeri icin, ardigik kesir degerlerine
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Sekil 2: 1lk drnek igin ardigik iki iterasyon sonucu arasindaki
fark.
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kargilik gelen evre farkimin en biiyiik oldugu kesir degeri 0.1,
en kiigitk oldugu kesir degeri ise 1.0°dir ve azalan siralama
0.1,0.2,0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 0.7, 0.9, 1.0 geklindedir.

1. tabloda 100. ve 1000. iterasyonlar sonras1 bulunan evre
degerlerinin olmast gereken evre degerinden ne kadar sapug
goriilmektedir. Tabloda gorillecegi Gizere, genlik bilgisi bili-
nen kesirler arasindaki fark arttik¢a, nihai hata degeri azalmak-
tadir, 2. tablo ise bilinen genlik bilgilerine belli bir &lgiim hatas:
eklendikten sonraki sapmalan gostermekiedir. Tabloda yuiksek
kesir farklarinin 8lgiim hatalarina kars: daha direngli oldugunu
gbmekteyiz. Genel olarak, l¢iim hatas: arttik¢a, gergek evre-
den sapma orani da her kesir degeri igin artrmstir ki bu bekle-
nen bir sonugtur. Bu arbig ve azaliglann kesir degerlerine bagh
olarak diizenli bir sekilde olugtugu tabloda gonilmektedir.

3. pgrafikte ikinci dmek goériilmektedir Bu 6mek igin
elde edilen sonuglar genel olarak ilk &rnek ile benzer-
lik gostermektedir.  Fonksiyonun igeri§i daha karmagtk
oldugundan, bu Omekte algoritmamin sonlanmasi igin

daha yiiksek iterasyon degerlerine ¢ikmak gerekmistir
Onceki drmekte bahsi gecen stralama, bu 6mek igin
0.2,0.3,0.4,0.1,0.5,06,0.7,0.8,0.9,1.0  seklinde tu-

tarhdir. 3. table 1000. ve 10000. iterasyon degerleri sonrasi
nihai hatalan gostermektedir. Sonuglar birinci Smekte oldugu
gibi, genlik bilgisi bilinen kesirler arasindaki farkin artigiyla,
nihai hata degerinin azaldifuu géstermektedir. Bir sonraki
tabloda ise Slglim hatalarimin algoritmaya etkisi incelenmig,
ve yine birinci 6mekte oldugu gibi, genel olarak, kesirler
arasindaki farkin artigiyla, élgitm hatalarma karsi direncin de
artig1 gézlemlenmistir.

3. Sonug

Bu makalenin beili bagh gozlemleri su sekilde Gzetlenebiiir:
Birbirileriyle olan iliskileri kesirli Fourier déniigtimii olan iki
fonksiyona GS algoritmasi uygulandiinda ortaya gikan ni-
tel sonuglar, bu iki fonksiyonun iligkilerinin nermal Fourier



Order 0.1 02 03 04 0.5 0.6 07 0.8 09 1.0
1000 teretions . 0.2214 01761 0.1331  0.1792  0.1218  0.0457 0.0419 00199 00225 0.0362
10000 iteratons 01661 1971 00258  0.1902  0.1564  0.0495 00089  0.0174 00028  0.0362
Tablo 3: ikinci Smek igin nihai hata tablosu.
Order 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
SNR= 1 17566  1.8763  1.6361  1.5569 1.7836  1.5632 1.5268 14174 15744 21656
SNR= 10 13649 12891 09952 15503 10130 20083 09767 07873 1889  0.5579
SNR= 100 06118 06477 05983 04031 06166 03033 04493 03476  0.1500  0.4052
SNR= 1000  0.1816 02635 02707 02873 02422 02240 03484 01040 01106 0.0686
SNR= 10000 02109 01969 61415 01775 0.1582 0.0940 00690 0.0328 0.0625 0.0449
Tablo 4: ikinci drnek igin giiriiltii varligmda nihai hata tablosu.
déniigiimii oldugu durumdaki sonuglarla benzerlik tagimaktadar.
Kesir degeri 1’den ('a dogru azalirken sonuglarda genel bir
bozulma gdzlenmistir.  Fakat bu bozulma birinci kesirden
uzaklagildiginda ani bir degigimden ziyade, kesir 1'den 0’a
dogru azalirken derece derece gdriilen bir bozulma davramisidir.
Kesir degerinin azalmasina bagh olarak gorilen bu bozulmanin
birden ¢ok yonii vardir. Kugik kesirler i¢in yakinsakhk daha
az memnun edici ve duraksamalar daha sik rastlanan bir ol-
gudur. Dahasi, bu kiigiik kesirler igin genel olarak daha biiyiik
! nihai hatatar elde edilmigti. Bu durumda, giriltii etkisi, ke-
um sire olan bagmmililig dengeleyici bir faktordir. Girilthi miktar
az oldugunda, nihai hatalar kesire bagimiidir ve kiigiik kesir-
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lerde daha biyilk miktarlarda nihai hata elde edilir Giiriilti
miktan arth@inda ise, degigik kesirlerde elde edilen nihai hata
degerleri birbirilerine yaklasir ve ok yiksek girilti mik-
tarlarinda, SNR= 1 iken, tiim kesirler igin elde edilen nihai
hatalar kabaca birbirilerine yakin duruma gelirler. Genel bir
degisle, verilen bir kesir degeri i¢in, nihai hata beklenildigi
gibi, azalan giiriilti miktan ile azaimaktadir, ve bu azalma
yiiksek kesirler igin daha biiyiik olmaktadir. Aym sekilde, be-
lirli bir SNR igin nihai hata, kesrin azatmasiyla birlikte azal-
maktadir ve bu azalma yilksek SNR degerleri icin daha etki-
lidir. Aynca tekrar belirimeliyiz ki, bu genel sonuglann uy-
gunlugu kullanilan émekiere gore degigebilir ve bu yiizdendir
ki, bu sonuglar kesin, kati kurallar olarak degil, genel bir model
olarak ele alinmalidir. Sonuglar, her zaman olmasa bile genel-
likle kesir 1’e yaklagirken iyilesmektedir ve 0’a yaklagirken
kétiilesmektedir. Bu anlasilabilir bir sonugitur, nitekim eger ke-
sir ) olsaydy; elimizdeki fonksiyon ve kesirli Fourier doniigimil
birbirlerinin aymsi olacakt: ve de dolayisi ile evreyi bulabiimek
igin elimizde yeterli bilgi olmayacakti. Bu yiizdendir ki, ke-
sir 0*a yaklagirken problemin daha zorlagmas: kagimlmazdir.
Aslinda, bilinen biyiiklikklerin birbirlerine “dik’™ olmalan du-
rumunda en jyi ¢oziim beklenmelidir (buradaki “dik™ kavrami
ile uzay-frekans dizleminde birbirine dik FR etki alanlan
kastedilmigtir). Birbirine yakin kesirlerde, problem dogasi
geregi “hastahkh’™ bir yapiya biirinmektedir. Birbirine yakin
iki kesirde genlik bilgisine szhip olmaktansa, birbirinden 1’e
(va da baska bir tek tamsay: kadar) yakin denecek kesirde
aynlmis iki genligin bilinmesi yegdir. Kesirlerin birbirine
yakin oldugu durumlar iginse [25, 26]’da daha bagka metod-
lar 6nerilmigtir. Sunu da belirtmeliyiz ki [22]°de degisik FR
etki alanlarinda evre ve genlifin Snemi ele almgstir  Bir
énceki paragraftan da gikanlabilecegi gibi, bir optik sistemde



iki genlik dlgiimil yapilacaksa, ve bu dlgiimlerden evre bil-
gisi elde edilmek isteniyorsa; en ivisi 6l¢im diizlemlerinin
birbirine “dik” etki alanlan olarak secilmesidir.  Kesirli
Fourier doniigiimii temelli yaklagimlardan hemen gikarilabilen
bu sonug, Fresnel déniisiimii temelli vaklagimlardan bu kadar
kolay ve net gikmayabilirdi.
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