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ijzetge 

Bu makalede kesirli Fourier d6nQiunii genlikleri kul- 
larularak karma$ik sinyallerin evrelerinin bulunmasi h r i n d e  
durulmugtur. Bu ayni zamanda optik eksende enine boyuna 
rastgele iki yerde yapilan genlik 61giimlerinden ewe bil- 
gisinin bulunmasma kaqilik gelmektedir. iteratif algoritmanin 
yalansakligi, glriiltii ve 61qijm hatalanrun etkisi ve bunlann 
d6niigiimiin kesir degerine olan baglilig incelenmi$tir. Gene1 
olarak, kesir degerinin Onitere yakm old"@ durumlarda, sifira 
yakm oldugu durumlara g6re daha iyi sonuglar elde edilmigtir. 
Buna pare, en iyi sonuglan elde etmek ipin, iki 6lgiim dhlemi 
arasindaki kesir degeri iinitere olabildigince yakm sqilmelidir. 

Abstract 

The problem of recovering a complex signal from the magni- 
tudes of two of its fractional Fourier transforms is addressed. 
This corresponds to phase retrieval from the transverse inten- 
sity profiles of an optical field at two arbih;uy locations along 
the optical axis. The convergence of the iterative algorithm, the- 
effects of noise or measurement errors, and their dependence 
on the fractional transform order are investigated. It is observed 
that in general, better results are obtained when the fractional 
transform order is close to unity and poorer results are obtained 
when the order is close to zero. It follows that to the extent 
that wnditions allow, the fractiOMl order between the WO mea- 
surement planes should be chosen as close to unity or other odd 
integer) as possible for best results. 

1. Girif 
Kesirli Fourier d6nii$iimiiniin etki alani zaman ve frekans 
b6lgelerinin genellenmesiyle ifade edilebilir. Diger bir 
deagle, kendisi zaman b8lgesinde, Fourier dirniigiimii bekans 
b6lgesinde bulunan fonksiyonun kesirli Fourier d6nilgiimii ke- 
sir degerine kargilik gelen kesirli Fourier klgesinde bulunmak- 
tadir [I; 2, 3, 4, 5, 61. Gerchberg-Saxton (GS) algoritmasi kul- 
larularak evrenin bulunmasi daha 6nce birgok makaleye konu 
olmugtur [7, 8, 9, IO, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 221. 
GS algoritmasinda Kesirli Fourier d6nii$iimO genliklerinin kul- 
lamlmasi da eiincel bir arapirma konusudw. Tomografi iuerine 
yogunlagan birkaq makalede sinyalin tiim kesir degerleri ipin 

kesirli Fourier d6niigiimiiniin genlik bilgisi kullanilarak evre bu- 
lunmaya @igilmi$ir [23, 241. Birbirine qok yakm ama farkli 
degerlere sahip iki kesirdeki genlik bilgisinin kullanildigi ve it- 
eratif olmayan bir algoritma ile evrenin bulundugu ban bqanli 
$alipalar da yalan tarihte giindeme gelmigtir [25, 26, 201. 
Fresnel dCinii$iunii genliklerinden evrenin bulunmaya qali$ildigi 
iteratif algorihnalar, kesirli Fourier dirnii$iimiIniin kullmldigi 
algoritmalara benzedik gostermektedir ve gikan sonuglar da 
benzerdir [21, 271. Kesirli Fourier d6nQhiiniIn iiniterlikten 
saptigi dummlann iocelendigi makalelerde, bu durum iqin 
genelde daha iyi sonuglar veren Yang-Gu algoritmasi 6n plana 
gikanlmi$tir [28, 29, 30, 311. Bu makalede genel olarak 
iki farkli kesir degeri ipin genlik bilgisi kullanilarak m n i n  
elde edilmesi problemi incelenmiptir. iki genlik bilgisinden 
bqka berhangi bir ek bilgi veya varsayun kullanilmamqtir. 
GS algoritmasi en yalrn haliyle kullanilmigtir ve bu sayede 
sonuplann sadece kesirler arasindaki farka g6re degipesi  
ve bu degigirn incelenirken bqka etkilerle kar$ila$ilmamasi 
amaqlanmi$tir. Aynca, sonuglann olqiun hatalanna g6re nasi! 
deiisebilecegine iliglon inceleme de yapilmiStir. Cikan sonuplar 
uyannca, genel olarak gu s6ylenebilir: Eger genlik bilgisi bi- 
linen kesir dgerleri arasindaki fark l'e yakm ise, ki tam 1 
oldugunda Fourier d6nii$iimii 6 z  konusudur, hem algoritmanin 
yahnsakhg apismdan, hem de elde edilen ham  ora^ agsmdan 
ewe daha iyi saptanabilmektedir. 

2. ijrnekler 

Bu makalede hllanilan GS algoritman @yle 6zetlenebilir: 
Kolaylik Saglamasi aqsindan genlik bilgisine 0 ve a kesir- 
lerinde sahip oldugumuzu varsayalim. ilk olarak genlik bil- 
gisini bildigimiz zaman b6lgesindeki fanksiyona sabit bir m e  
degeri eklenir ve a kesrinde kesirli Fourier doniigiimii alinir. Bu 
d6nOgOmln ewe bilgisi komnur, genlik yerine dogru olan gen- 
lik konularak ten  kesirli Fourier d6niiqiimii alinir. Daha sonra 
elde edilen fonksiyonun yine genlik bilgisi, do@u dani ile 
degigtirilir ve evre korunarak, tekrar kesirli Fourier daniivinnfi 
alinir. Bu geligime iteratif bir gekilde, algoritma sonuca 
ulqmcaya kadar devam edilir. Burada belirtmemiz gereken, 81- 
gorimanin sonuca sabit bir deger kadar yaklagabilmesidir. Bu- 
lunan sonuqtaki sabit terim, belirli bir y6ntem ile elenmigtu. 
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ordm 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
IOitWtions 0.3209 0.2509 0.1778 0,1327 0.1017 0.0681 0.0464 0.0395 0.0447 0.W0I 
i ~ i t e ~ m  0.1893 0.0825 0.0470 0.0250 0 . 0 1 ~  0 . ~ 8 8  0 . m  0 . ~ 1 3  0 . m 3  0 . ~ 0 1  

Tablo I: Ilk 6rnek ipin nihai bata tablosu 

r SNR= I 
Ordn 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

SNK= 10 1.0300 1.1169 0,8108 0.5813 0.7190 0.7487 0.4576 0.5578 0.4804 0.4181 
SNR= IW 0.4315 0.3019 0.2982 0.2863 0.2041 0.2480 0.2297 0.1387 0,1150 0.1520 
SNK= llXW 0.2822 0.1574 0.W83 0.0715 0.0804 0.0547 0,0846 0.0585 0.0514 0.1095 
SNK= IWW 0.2653 0.1118 0.0783 0.0333 0.0352 0.0207 0.0174 0.0228 0.0255 0.0173 

Tablo 2: Ilk Bmek ipin giinilh7 varliginda nihai hata tablosu 

1 I ' - * . , <  ~, , , . 
$ekil 1: Ilk omek ipin genlik ve evre degerleri 

$ekil 2 Ilk Brnek ipin ardisik iki iterasyon sonucu arasindaki 
Fark. 

6rnek olarak kullandigimiz ilk sinyalin grafigi I .  Vekilde 
gonilcbilir. Sonup o l d  gBsterilen grafikte ise ardqik 
iki iterasyon sonrasinda elde edilen ewe degerlerinin farh 
gBsterilrni$ir. Bu gralikten goriilebilecegi iizere, genlik bil- 
gisi bilinen kesirler arasindaki fark dii$iik old"@ zaman, algo- 
ritmanin him diigmektedir. Diger bir ifadeyle, birbirine yalun 
genlik profili bilgisi, algoribnanin yavqlamasina neden olmak- 
tadir. 100. iterasyon degeri ipin, ardyk kesir degerlerine 
kaqilik gelen ewe farkinin en biiyiik oldugu kesir degeri 0.1, 
en kiipiik oldugu kesir degeri ise l.0'dir ve azalan siralama 
0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.8,0.7,0.9,1.0$eklin&dir. 

1. tabloda 100. ve 1000. itemsyonlar S O N ~ S ~  bulunan evre 
degerlerinin olmasi gereken ewe degerinden ne kadar saphgl 
g6nilmektedir. Tabloda gcriilecegi kere, genlik bilgisi bili- 
nen kesirler arasindaki fark armkpa, nihai hata degeri azalmak- 
tadn 2. tablo ise bilinen genlik bilgilerine belli bir BIpiim hatasi 
eklendikten sonraki sapmalan gBstermektedir. Tabloda yiiksek 
kesir farklannin BIpiUn hatalanna kaw daha direnpli oldu@unu 
gBrmekteyiz. Genel o l d ,  Blpiim hami arnikpa, gerqek m e -  
den sapma omm da her kesir degeri ipin artmi$tir ki bu bckle- 
nen bir sonuphlr. Bu am$ ve azalqlann kesir degerlerine bagli 
olarak diizenli bir Vkilde olu$h@ tabloda gBriilmektedir. 

3. gralikte ikinci Brnek gBriilmektedir. Bu Brnek ipin 
elde edilen sonuplar genel o l a d  ilk Brnek ile benzer- 
lik gBstermektedir. Fonksiyonun iperigi daha karma$ik 
oldumdan, bu Brnekte algoritrnanin sonlanrnasi ipin 
daha yiiksek iterasyon degerlerine pikmak gerekmiqtir. 
6nceki ornekte bahsi gepen siralama, bu ornek ipin 
0.2,0.3,0.4,0.1,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0 Veklinde hl- 
tarlidir. 3. tablo 1000. ve 10000. iterasyon degerleri sonrasi 
nihai hatalan g6stermektedir. Sonuplar birinci Brnekte oldugu 
gibi, genlik bilgisi bilinen kesirler arasindaki farkm artqiylq 
nihai hata delerinin azaldipiru gBstermektedir. Bir sonraki 
tabloda ise iilpiim hatalannin algorimaya etkisi incelenmi$, 
ve yine birinci Brnekte oldurn gibi, genel olamk, kesirler 
arasindaki farkm artipyla, iilpiim hatalanna kary direncin de 
artigi gBzlemlenmigtir. 

3. Sonq 
Bu makalenin belli ba$h g6zlemleri $U qekilde htlenebilir: 
Birbirileriyle olan ilivkileri kesirli Fourier d6nii$iimii olan iki 
fonksiyona GS algoritmasi uygulandiginda ortaya pikan ni- 
tel sonuplar, bu iki fonksiyonun ilivkilerinin normal Fourier 
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order 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
lwoisraflons 0.2214 0.1761 0.1331 0.1792 0.12lK O.lM51 0.0419 0.0199 0.0225 0.0362 
~wooitaatons 0.1661 0.1971 0.0258 0.1902 o . 1 5 ~  o.ws 0 . ~ 8 9  0.0174 0 . ~ 2 8  0.0362 

Tablo 3 ikinci Bmek ipin nihai hata tablosu. 

Order 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
SNR= I 1.7566 1.8763 1.6561 1.5569 1.7836 1.5632 1.5268 1.4114 1.5744 2.1656 

SNR= IM 0.6118 0.6411 0.5983 0.4031 0.6166 0.3033 0.4493 0.3416 0.15W 0.4052 
SNR= IO 1 . 3 ~ 9  1.2891 0.9952 1.5503 1.oino 2 . ~ 8 3  0.9767 0.7813 1.8889 0.5519 
~~~~ ~~ 

SNR= IWO 0,1816 0.2635 0.2107 0.2873 0.2422 0.2240 0.3484 0.1040 0.1106 0.0686 
SNR=lWW 0.2109 0.1%9 0.1415 0.1715 0.1582 0.0940 0.0690 0.0328 0.0625 0.0449 

Tablo 4 ikinci Brnek ipin giiriiltii varligmda nihai hata tablosu 

$ekil3: ikinci 6mek ipin genlik ve evre degerleri 

Seki l4  ikinci 6rnek ipin a r d y k  iki itemsyon sonucu arasindaki 
fark. 

dcniiyiimii old@ durumdaki sonuqlarla benzerlik ta$imaktadir. 
Kesir des& l'den O'a d o b  azalirken sanuplafda genel bir 
tmzulma @zlenmi$tir. Fakat bu bozulma birinci kesirden 
waklayildlginda ani bir degivimden ziyade, kesir l'den O'a 
dogru azalirken derece derece gBriilen bir bozulma damigidir .  
Kesirdegerinin azalmasina bagli olarak gcriilen bu bozulmanin 
birden pok y6nii vardir. Kiiqiik kesirler ipin y a k i d l k  daha 
az memnun edici ve duraksamalar daha sik rastlanan bir ol- 
gudur. Dahasi, bu kiiFiik kesirler ipin genel olarak daha biiyiik 
nihai hatalar elde edilmi$tir. Bu durumda, giiriila etkisi, ke- 
sire olan bagimliligi dengeleyici bir faktirdiir. Giiriiltii miktan 
az oldugunda, nihai hatalar kcsire bagimlidir ve kiipiik kesir- 
lerde daha b f i w  miktarlarda nihai hata elde edilir. Giiriiltii 
miktan armgin& ise, de@$ik kesirlerde elde edilen nihai hata 
degerleri birbirilerine yaklqir ve pok flksek giiriiltii mik- 
tarlannda SNR= 1 iken, tiim kesirler ipin elde edilen nihai 
hatalar kabaca birbirilerine yakm duruma gelirler. Gene1 bir 
degiyle, verilen bir kesir degeri ipin, nihai hata beklenildigi 
gibi, azalan giiriiltii miktan ile azalmaktadir, ve bu azalma 
yiiksek kesirler iqin daha biiyiik olmaktadlr. Aynl Sekilde, be- 
lirli bir SNR ipin nihai hata, kesrin admaslyla  birlikte aza- 
maktadir ve bu azalma yiiksek SNR degerleri kin daha etki- 
lidir. Aynca tekrar belirtmeliyiz ki, bu genel sonupiarm uy- 
gudugu kullanilan 6rneklere g6re degigebilir ve bu W e n d i r  
ki, bu sonuplar kesin, kat] kurallar olarak degil, genel bir model 
alarak ele al~nmalidir. Sonuplar, her zaman olmasa bile genel- 
likle kesir l 'e yaklqirken iyilevektedir ve U'a yakla$irken 
k6tiilegmektedir. Bu anla$ilabilir bir sonupmi, nitekim eger ke- 
sir 0 olsaydi; elimizdeki fonksiyon ve kesirli Fourier dBnii$iimt 
birbirlerinin aynisi olacaktt ve de dolayisi ile evreyi bulabilmek 
ipin elimizde yeterli bilgi olmayacakti. Bu yiizdendir ki, ke- 
sir U'a ya!da$irken problemin daha zorlqmasi kapmilmazdir. 
Aslinda, bilinen biiyiikliiklklerin birbirlerine "dik" olmalan du- 
m u n d a  en iyi ~ B z i i m  beklenmelidir (buradaki "dik" kawami 
ile way-hkans diizleminde birbirine dik FR etki alanlari 
kastedilmi$ir). Birbirine yakm kesirlerde, problem dogas] 
geregi "hastalikli" bir yapiya btriinmektedir. Birbirine yakrn 
iki kesirde genlik bilgisine sahip olmaktansa, birbirinden l 'e  
(ya da b q k a  bir tek tamsayi kadar) ydun denecek kesirde 
aynlmq iki genligin bilinmesi yegdir. Kesirlerin birbirine 
yakin oldugu durumlar ipinse [25, 26l'da daha ba$ka metod- 
lar Bnerilmi$tir. $unu da belirtmeliyiz ki [22]'de degi$ik FR 
etki alanlannda e w e  ve genligin Bnemi ele alinmi$tir. Bir 
6nceki paragraftan da qikanlabilecegi gibi, bir optik sistemde 



iki genlik 6lpiimii yapilacaksa, ve hu bl+nlerden m e  bil- 
gisi elde edilmek isteniyorsa; en iyisi Olpiim diizlemlerinin 
birbirine “dik” etki almlan alarak sepilmesidir. Kesirli 
Fourier dSnii$iimC temelli yakla$imlardan hemen Fikanlahilen 
bu sonup, Fresnel dbnii$iimii temelli ya!&$irnlardan bu kadar 
kolay ve net Fikmayahilirdi. 

4. Tgekkiir 
Haldun M. Ozakta$‘m katlasi Tiirkiye Bilimler Akademisi 
tarafindan kismen desteklenmigtir. 

Kaynakqa 
[I] H. M. Ozaktas, 2. Zalevsky, ve M. A. Kutay, The Froc- 

tionol Fourier Trmsfom with Applicorions in Optics ond 
Signor Pmcersing (Wiley, New York, 2001). 

[2] H. M. Ozaktas ve D. Mendlovic, J. Opt. Soc. Am. A 12, 
743-751 (1995). 

[3] 0. AytirveH. M. Ozalaas, Opt. Commun. 120, 166-170 
(1995). 

141 H. M. Ozaktas ve 0. A@, Signal Processing 46, 119- 
124 (1995). 

[5] C. Candan et al. IEEE Trans. on Signal Processing 48, 
1329-1337 (2000). 

[6] H. M. OzaMas el al. IEEE Trans. on Signal Processing 44, 

171 H. Stark, e d i t k  Image Recovery. 7heory and Application 

181 R W. Gerchberg ve W. 0. Saxton, Optik (Stuttgart) 35, 

[9] 1. R. Fienup, Applied Optics 21,275tL2769 (1982). 

2141-2150 (1996). 

(Academic Press, San Diego, 1987). 

237-246 (1972). 

[IO] H. H. Bauschke et al. 1. Opt. Soc. Am. A 19, 1334-1345 

[Ill G.YangveB.G4ActaPhys.Sin.30,410-413 (1981). 
[I21 B.GuveG.Yang,ActaOpt. Sin. 1,517-522(1981). 
[I31 G. Yangetal.AppliedOptics33,209-218 (1994). 

[I41 2. Zalevsky el al. Opt. Lett. 21,842444 (1996). 
[I51 Y. Zhang et al. 1. Opt. Soc. Am. A 15, 1 I 1 4 1  I20 (1998). 

[I61 M. R. Teague, J.Opt. Soc. Am. 73, 14341441 (1983). 
1171 N. Streibl, Opt. Commun. 49, &IO (1984). 
[IS] K. lchikawa et al. Applied Optics 27, 343S3436 (1988). 
[I91 T. E. Gureyev et al. J. Opt. Soc. Am. A 12, 1942-1946 

[20] M. Bastiaans ve K. Wolf J. Opt. Soc. Am. A 20, 104s 

1211 T. E. Gureyev, Opt. Commun. 220,49-58 (2003). 
[22] T. Alieva ve M. L. Calvo, J .  Opt. Soc. Am. A 20,533-541 

(2002). 

(1995). 

1049 (2003). 

(2003). 

[23] M. G. Raymer et al. Phys. Rev. LeIt. 72, 1137-1140 

(241 D.F.McAlisteretal.Opt LeII.20, 1181-1183 (1995). 

[25] T. Alien ve M. J. Bastiaans, IEEE Signal Processing Let- 

[26] T. Alien et al. IEEE Trans. on Signal Processing 51, 112- 

1271 W.-X. Cong et al. J. Opt. Soc. Am. A 16, 1827-1830 

[28] B. Dong et al. J. Opt. Sac. Am. A 14,2709-2714 (1997). 

[29] W.-X. Cong et al. Applied Optics 37,690&6910 (1998). 

1301 W.-X. Cong et al. Chinese Phys. Lett. 15.24-26, (1998). 

1311 W.-X. Cong et al. Chinese Science Bulletin 43, 4 W ,  

(1 994). 

t en  7,321-323 (2000). 

123 (2003). 

(1999). 

(1998). 

311 


